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Аннотация. В работе рассматриваются итеративные 

способы построения фракталов. Показывается, что при всех различиях 

рассмотренных методов они обладают общими характеристиками, 

которые формируют существенно схожие свойства результативных 

множеств, такие как самоподобие и нульмерность.  
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Введение. 

 Начнём с построения хорошо известного, можно сказать 

классического фрактала, - треугольника Серпинского (по другим, 

переводным источникам, – салфетка Серпинского). Процесс построения 

является итеративным и может быть неограниченно продолжен. 

Начинается процесс с выбрасывания центральной четверти 

треугольника и с последующим применением этого правила к трем 

вновь образовавшимся треугольникам [1]. Этот итерационный процесс 

достаточно хорошо представлен в литературе [2, 3] и, на наш взгляд, 

понятен из рис.1. 

 

Рис. 1. Первые два шага построения треугольника Серпинского 
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1.  Итерационный метод построения фрактального множества 

 Наряду с этим построением рассмотрим процесс выполнения 

рандомизированной системы итерированных функций (РСИФ) [2,4] 

 n
jnn z1xx )(  1  

(1) 

с параметром 1/2ξ   и протофракталом       1,0,C0,1,B0,0AZ   c 

равновероятным выбором вершин треугольника ABC . Результат 

построения будет практически таким же, в чём можно убедиться, 

посмотрев на рис.2. 

 

Рис. 2. Результат выполнения процедуры РСИФ 

Возникает вопрос: почему перечисление точек РСИФ процедурой 

(1) приводит к тому же результату, что и итеративный способ 

построения треугольника Серпинского? Возможность совпадения 

результатов не является очевидной, хотя геометрические представления 

довольно близки с учётом стохастического характера выполнения 

процедуры РСИФ.   

 

2. Геометрический метод построения фрактального множества 

 Наряду с этим рассмотрим следующую задачу. Стержень 

единичной длины – отрезок [0; 1], случайным образом ломают на три 

части. Какова вероятность, что из полученных частей можно будет 

составить треугольник? 

Для геометрического решения этой простой задачи введём три 

неотрицательных величины yxzyx  1,, представляющие длины 

получившихся отрезков. Для того, чтобы из этих отрезков можно было 

составить треугольник, необходимо и достаточно выполнение 

следующих условий 
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с учётом равенства 1 zyx . Графическое решение этой системы 

представлено на рис.3. 

 

Рис. 3. Графическое решение системы (3) DFE   . 

Таким образом, в точках DFE  выполняются требования условий (2). В 

то время как в ADEEFBDCE  ,,  условия (2) нарушены, т.е. 

выполняется хотя бы одно из неравенств (3):  

zyxzxyyxz  ,,  (

(3) 

Причём неравенство yxz   выполняется в ADE , zxy   в 

EFB , zyx   в DCE . Эти неравенства выполняются почти для 

всех точек указанных треугольников, а случаи равенства, относящиеся к 

граничным точкам, не будем принимать во внимание.  

Фактически это означает, что в каждом из вновь полученных 

треугольников ADEEFBDCE  ,,  имеется в наличии доминирующая 

величина среди переменных yx, и z , т.е. величина, превышающая 

сумму двух других. В дальнейшем процесс выделения сторон 

треугольников можно продолжить, что и представлено на рис.3. 
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3.  Анализ итерационного метода построения фрактала 

 Теперь вернёмся к уравнению (1) и перепишем его после итерационных 

преобразований в виде 

)))((( nnx    2101  
(

 (4) 

или, после раскрытия скобок и приведения подобных,  

 n
nn

nx  
 1

101 , 
(

(5) 

где ,10  
)(

)(
i
ji z1

1
  . Из соотношения (5) непосредственно 

следует, что процедура РСИФ не будет зацикливаться, а аттрактор будет 

представлен в виде объединения одноточечных множеств. Выражение 

(5) можно представить в виде  
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Перегруппировав слагаемые абсолютно сходящегося ряда, получим 
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где  sa

s

s
j ,  номера обобранных элементов ряда при jz  в 

формуле (7). При этом выполняются следующие соотношения: 

 

j

jj aa ., 10  Заметим, что в данном случае фактически для 

вычисления коэффициентов ja  используется урновая схема [5]. В 

дальнейшем из этих коэффициентов формируются векторы 

),,,( iKiii aaaA 21 , которые образуют матрицу размером KN  [4]. 

С помощью этой матрицы можно построить тот же треугольник 

Серпинского: AZX   (см. рис.2). 

Покажем, что среди элементов векторов ),,,( iKiii aaaA 21  

существует доминирующий элемент, т.е. такой, величина которого 

превосходит сумму всех остальных:  


mj jimimi aaâ  

 


mj jimimi aaâ  (

(8) 

Теорема. Для того, чтобы набор ),,,( iKiii aaaA 21 был 

набором, генерированным процедурой РСИФ (1) необходимо и 
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достаточно, чтобы для его элементов выполнялось условие (8), т.е. среди 

его элементов существовал доминирующий элемент. 

Необходимость. Пусть ,10   тогда 1

1
1
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 можно рассматривать как нормировочную 

константу в выражении  
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В этом случае первый член ряда (9) будет равняться  
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а сумма оставшихся членов ряда 
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(11) 

Очевидно, что неравенство (8) будет выполнено при 1 . 

Достаточность. Пусть среди элементов вектора 

),,,( iKiii aaaA 21 имеется доминирующий, т.е. выполнено условие 

(8). Покажем, что значение параметра  можно определить так, что 

процедура РСИФ будет приводить к сходящемуся ряду (9). Пусть 

mimi aa ˆ  доминирующий элемент, т.е. имеет место (8). Рассмотрим 

равенство  


mj jimi aa 1 , из которого и (8) будет следовать, что 

2

1
mia , а соответственно  


mj jia

2

1
. Полученные соотношения 

означают, что первый член ряда (9) должен входить в mia . Рассмотрим 

соотношение (10) как функцию параметра   









1
)(f , 

(

(12) 

Учитывая, что 0(μf1/2,f(1)  ) , значения выражения (12) при 

1μ   будет не меньше 2/1 , и, следовательно, неравенство (8) будет 

выполнено. 

Заключение. 
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Установленные факты наличия доминирующего элемента в 

построении фракталов итеративными методами позволяют, во-первых, 

перейти от геометрических методов к цифровым [2, 7]. Во - вторых, 

позволяют объяснить почему закон больших чисел и основанное на нём 

нормальное распределение [8] приводят к неадекватным результатам в 

исследовании многих экономических процессов, имеющих 

фрактальную природу [9]. Ведь как известно, условия центральной 

предельной теоремы [7] «по существу сводятся к требованию, чтобы 

влияние на сумму отдельных слагаемых было равномерно малым 

[курсив автора учебника], т.е. чтобы в состав суммы не входили члены, 

явно преобладающие над совокупностью остальных по своему влиянию 

на рассеивание суммы». Вместе с тем выявленные взаимосвязи 

являются основой доказательства самоподобия фрактальных множеств и 

гомеоморфности фрактальных преобразований [9]. Эти свойства в свою 

очередь дают возможность использовать фрактальную теорию в задачах 

сжатия информации [11], моделировании перколяционных процессов 

[10], прогнозировании временных рядов экономических показателей 

[12]. 
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